Badji Mokhtar university of Annaba S.T. 2
Numerical Methods . University year 2025/2026

H Series of tutorial exercises n° 4 H

Exercise 1 Let be the following system of linear equations

$1+3$2+5$3+2$4:1
(S1) —x1 —3xy+4x3+ 214 =05

2$1+5l’2+31’3 =-2

—[E1—|—2ZE2+3ZL‘3+4ZE4 =—4

1- Write this system in matrix form Az = b and show that it has a unique solution.

2- Solve this system using Gauss’s method, and deduce the value of the determinant of A.
3- Using Jordan’s method, find the solution to this system and the inverse matrix A~!.
Exercice 2 Given the following system

xr1 + 3.1'2 + x3 = 1
(52) —Xr1 — 2:172 -+ 2563 =2
21’1 + 29 —|—3ZE3 =-2

1- Write this system in matrix form Az = b and show that it has a unique solution.

2- Can the matrix A be decomposed into the form A = L.U, where L is a lower triangular
matrix and U is a upper triangular matrix?

3- If the answer is yes, solve the system using Doolittle’s method and deduce the value of
the determinant of A.

Exercice 23 Given the following system

2[L‘1—[E2—|—I3:1
(83) —$1+2I2—I3:2
$1—$2+2x3:3

1- Write this system in matrix form Az = b and show that it has a unique solution.

2- Can the matrix A be decomposed into the form A = L.L!, where L is a lower triangular
matrix?

3- If the answer is yes, solve the system using Doolittle’s method and deduce the value of
the determinant of A.
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Exercice 1 Soit le systeme d’équations linéaires suivant

$1+3.’L’2—|—5$3+2$4:1
—x1—3xy+4x3+24 =05
2[L‘1 + 5£E2 + 3%3 = -2

—x1 + 229 + 3x3 + 4y = —4

(51)

1- Ecrire ce systéme sous la forme matricielle Az = b et montrer qu’il admet une solution
unique.

2- Résoudre ce systéme par la méthode de Gauss, en déduisant la valeur du déterminant de
A.

3- En utilisant la méthode de Jordan, trouver la solution de ce systéme et la matrice inverse
AL

Exercice 2 Soit le systéme d’équations linéaires suivant

2I1—ZE2+JI3:1
(32) —$1+2I2—J}3:2
$1—$2+2x3:3

1- Ecrire ce systéme sous la forme matricielle Az = b et montrer que ce systéme admet une
solution unique.

2- Peut — on décomposer la matrice A sous la forme A = L.LT, ou L est une matrice
triangulaire inférieure?

3- Si la réponse est oui, résoudre ce systéme par la méthode de Cholesky, en déduire la valeur
du déterminant de A.

Exercice 3 Soit donné le systéme suivant

1+ 3[)32 +x3 = 1
(53) —Xr1 — 2[L‘2 + 2£L'3 =2
2331 + Zo —|—3333 = -2

1- Ecrire ce systéme sous la forme matricielle Az = b et montrer que ce systéme admet une
solution unique.

2- Peut — on décomposer la matrice A sous la forme A = L.U, ou L est une matrice trian-
gulaire inférieure et U est une matrice triangulaire supérieure?

3- Si la réponse est oui, résoudre ce systéme par la méthode de Doolittle, en déduire la valeur
du déterminant de A.



Résolution

Exercice 1
1- La forme matricielle de ce systéme est

1 3 5 2 2 1
B 1 -3 4 1 = | | 5
AX=be 1 o 5 3 s | | =2
1 2 3 4 4 4

Ce systeme admet une solution unique si et seulement si det A # 0.

1 3 5 2
-1 -3 4 1 R . .

det A = 5 5 3 0|7 —45 # 0 < ce systéme admet une solution unique.
-1 2 3 4

2- La résolution avec la méthode d’élimination de Gauss.

(a) Triangularisation

Le principe de cette méthode est de transformer par équivalence la matrice A vers une
matrice triangulaire inférieure. Pour obtenir un systéme triangulaire équivalent & (S1), les
opérations faites sur A doivent étre faites aussi sur le vecteur B. Dans ce cas, la matrice
augmentée

ay, ay ayy ay | by

0 ayn ay ay | by

0 0 ay aby | by

0 0 0 a| b

Donc, on doit éliminer les termes de A qui sont en bas de la diagonale et cette élimination
sera faite par colonne.

Premiére étape d’élimination: Pour éliminer les trois dernier éléments de la premiére
colonne, on se pose la question suivante

- Par quel scalaire \ peut - on multiplier la premiére ligne telle que la somme avec la ligne
considérée nous donne le 0 voulu a ’endroit voulu?

(A[D) ~

On obtient dans ce cas

1 3 52| 1 3.5 2| 1

-1 =34 15 | | 0o [0] 9 3] 6 | <L+l

2 5 30| -2 0 -1 =7 —4| —4 | «(=2)h+1
-1 2 3 4] -4 0 5 8 6 | =3/ <L+l

Deuxiéme étape d’élimination: Pour qu’on puisse continuer I’élimination on doit changer
la 2iéme ligne en éffectuant une permutation entre cette ligne et la 3iéme ou bien la 4iéme
ligne, car le 2ieme élément de la diagonale = 0, ce qui nous permet d’avoir la nouvelle matrice
augmentée équivalente

(1] 3 5 2] 1 (1] 3 5 2] 1

0 -7 —4| -4 | [ © 7 -4 | —4
o 0 9 3 6 o 0 [9] 3 6
0o 5 8 6 | -3 0 0 —27 —14| =23 ) <5+l



et cela en se posant la question suivante:
- Par quel scalaire \ peut-on mutiplier la 2iéme ligne telle que la somme avec la derniére
ligne nous donne 0 au lieu de 57 (Il n’y a pas de changement dans la 3iéme ligne)

Troixiéme étape d’élimination: Enfin, pour la derniére étape on a un seul changement
a faire dans la derniére ligne et cela en se posant la question

- Par quel scalaire \ peut-on mutiplier la 3iéme ligne telle que la somme avec la derniére
ligne nous donne 0 au lieu de (—27)7

3 5 2 1
0 -7 -4 | -4
o 0 [9] 3 6
0 0 0 -5 ) . <3Bls+1s

(b) Résolution du systéme teriangulaire équivalent
D’apres le résultat de la triangularisation, le systéme (S1) est équivalent a

l‘1+31’2+5l’3+21’4:1 ZL’1:13/3

—XTy — 7563 — 4[L‘4 =—4 o T = —7/3

923 + 314 =6 ’ r3=1/3
—51‘4:—5 1'4:1

D’aprés ’élimination de Gauss le déterminant de la matrice A est donné par
det A= (=17 [ aly) = (—1)? x 1 x (=1) x 9 x (=5) = —45,
k=0

ol p = nombre des permutations faites durant cette opération et les a,(gkk) sont les pivots de

Gauss, c’est a dire les diagonaux de la matrice triangulaire équivalent a A

3- La méthode de Jordan est la généralisation de celle de Gauss, qui consiste a transformer
par équivalence (S1) vers un systéme diagonal. Comme on va aussi déterminer la matrice
inverse de A, on doit avoir des équivalences de la forme

(afo[I)~(D]¥]|a)~(1] X][AT),

ou D est une matrice diagonale et [ est la matrice idendité d’ordre 4, cela en utilisant le
méme raisonnement que la méthode de Gauss.

1 3 52 1]1000
-1 -3 41| 5 |0100
2 5 30| -2/0010|"
-1 2 3 4| —-4|000 1
35 2| 1] 1 0 00
0 [0] 9 3] 6 | 1 1 00| —h+l Permutation
0 —1 -7 —4| =4 -2 0 10 | «(-2hL+i ~
0 5 8 6| 3] 1 0 01/ —hL+l



3 5 2 1 1 0 00
0 -7 —4| -4 | -2 0 10| _
o 0 9 3 6 1 1 00
0O 5 8 6 -3 1 0 01
0 —16 —10] —-11 | =5 0 3 0\ <« 3b+0
0 -7 -4 —4 -2 0 10 N
0 0 9 3 6 1 1 00
0 0 —27 —14| -23 —9 0 5 1) <5+l
0 0 —14/3| -1/3 -29/9 16/9 3 0 — (16/9) I3 + I,
0 -0 —5/3 2/3 —11/9  7/9 1 0 — (7/9) 13 + 1y
o o0 [9] 3 6 1 10 0
o 0 0 -5 —6 35 1) «3Bls+ly
0O 0 0 13/3 107/9 —46/45 —5/3 —14/15 — (—=14/15) Iy +
0 0 0 7/3 7/9 -2/9 —2/3 —1/3 — (=1/3) 1, + 1
0 0 [9] o 3 —13/5  14/5 3 3/5 — (3/5) 14 + I3
o 0 0 —5 —6 3 5 1 :
0 0 0 13/3 107/45 —46/45 —5/3 —14/15
0 0 0 ~7/3 ~7/9 2/9  2/3  1/3 — (=11,
0 0 0 1/3 —13/45 14/45 1/3  1/15 —(1/9) 15
0 0 0 1 6/5 -3/5 -1 —1/5 — (=1/5) .
Par conséquent
13/3 107/45 —46/45 —5/3 —14/15
| -7/3 4 ~7/9 2/9  2/3  1/3
X= 1/3 et AT = —13/45 14/45 1/3  1/15
1 6/5 -3/5 -1  —1/5

Pour le déterminant de A on a le méme résultat que celui donné par la méthode de Gauss,
car les pivots de Jordan sont ceux de Gauss.

*

Exercice 2



1- La forme matricielle AX = b associée a (S2) est

2 -1 1 T 1
-1 2 -1 T | = | 2
1 -1 2 x3 3
2 -1 1
det A=| —1 2 —1 | =4, alors ce systéme admet une solution unique.
1 -1 2

2- On sait que, si la matrice A est symétrique et définie positive, alors il existe une matrice
triangulaire inférieure L telle que A = L.LT

2 -1 1
-A=1| -1 2 —1 |, alors elle est symétrique.

1 -1 2
- A est définie positive si et seulement si (Az,z) > 0, pour tout vecteur non nul z € R3, ou
(.,.) est la notation du produit scalaire.

233'1 — To + T3 x1
(Az,z) = < —r1+2r0—1x3 |, | 22 >
xr1 — Tog + 2[L’3 T3
s} (21’1 — T2 + .173) + ) (-.171 —f- 2[L’2 — 133) + XT3 (Il — X2 =+ 2[L‘3)
= 2:(]% — X1X9 + X103 — T1To + 23:3 — ToX3 + T1T3 — Talk3 + 2:c§
= (:Ef — 2x129 + :Ug) + ($1 + 2x123 + 353) + ($§ — 2x913 + x%)
= (C(]l — IQ)Q + (ZL‘l + 5(73)2 + (132 — ZL‘3)2 >0

pour z # (0,0, O)T. Donc cette matrice est définie positive.
Par conséquent la décomposition A = L.LT est possible.

3- La résolution de (S2) avec la méthode de Cholesky.
(a) Détermination de L.

2 —1 1 l11 0 0 l11 l21 l31
—1 2 —1 = lgl l22 0 0 lgg l32
1 -1 2 131 l32 133 0 0 l33
2 Li1lo lLirlsy
= Liilo l%1 + 532 lo1ls1 + laalso

lilsy  loalsy + loalss 13, + 13, + 13,

Par identification on obtient les équations suivantes

3, =2 l11 = /2 (choix)
li1lsy = =1 =< l1o = —\/5/2
linls =1 L =2/2,

{ 15 + 13, = —2 { Iy = /6/2
=
lorlsy + loglze = —1 Iz = —/6/6



et
B+ 12+ 12 =2= I35 = 2V/3/3.

Donc

V2 V6
L= 55 5 0 et LT=1| o V6 VG
V2 V6 23 2 0
ve o VD oave 2v/3
2 6 3 00 =5
(b) Résolution du systéme.*
Ly=b (%)
_ T _ T _
OnaAX —bo (LLT) X =be L (L X)_m{ wet oo
V2 0 0
V2 V6 h 1
e | 5 5 Y v | =12
vz V6 2v3 | Ay 3
2 6 3
V2y =1 ylzﬁ
V2 /6 52
e Tty 4 =26
VI V6 23 g
Sty e=d k=5
et
i Y2 V2 %)
2 2 Ty 2
() L'X =Y & 0 ? _g Tg = g\/é
o o 23 " 5v8
3 3
( 2 2 2 ( 1
oL (-}
6 6 5 D
O B
2v3 53 .
L 3 3 \ 2

Donc X = (1/2, 5/2, 5/2)".
Pour le déterminant , on a

3
det A = detL x det L” = (det L)* = [ [ I3
k=1

- () (4

7



Exercice 3
1- La forme matricielle AX = b associée a (S3) est

1 3 1 T 1
1 -2 2 | =1 2
2 1 3 T3 )

Ce systéme admet une solution unique < det A # 0.

1 3 1
det A=] —1 —2 2| =16 +# 0, alors (S3) admet une solution unique.
2 1 3

2- On sait que, A peut s"écrire sous la forme A = L.U, ou L est une matrice triangulaire
inférieure et U est une matrice triangulaire supérieure si et seulement si les det Ay # 0,k =
1.2 et 3.

A = 1=detd; =10,
Ay = (_11 g):>detA3:57éOet
As = A= detA;=16£0.

Donc la décomposition A = L.U est possible.

3- La résolution de ce systéme avec ’algorithme de Doolittle cela veut dire que les termes
diagonaux de L sont tous égale a 1.

(a) La détermination de L et U.Dans ce cas on peut écrire

1 3 1 1 0 0 U1 U2 U3
-1 -2 2 = 121 1 0 0 Ug2 U23
2 1 3 l31 132 1 0 0 Us3
U1 U2 U3
= loruir  logug + uge lo1urs + ugs

la1urn  lz1uge + lsuge  l31uis + l3pues 4 uss

Par identification on obtient

Uil = 1
U2 = 3
U1z = 17
lp1u; = —1 g = —1
loyurg +uge = =2 = U = 1
lo1uys + ug3 = 2 Uz = 3
et
l31u1; = 2 I3 =2
[31u12 + l32u90 = 1 = { I3 =-5
l31u13 + l32u93 + U3z = 3 uzz = 16.



Donc

0 1 3 1
0 et U= 01 3
1 0 0 16

(b) Résolution de (S3) Avec cette décomposition on peut avoir lescéquivalences suivantes

AXzb@(LU)mzb@L(UX)zb@{ Ly =5 (x)

UX =Y (xx)
1 0 O Y1 1
x)=| -1 1 0 y2 | = 2 &
2 -5 1 Y3 -2
Y1 = 1 Yy = 1
—y1t+y2 =2 S =3
2y1 — OY2 T y3 = —2 ys =11
1 3 1 1 1
(xx)<= 1 0 1 3 2 | =1 3
0 0 16 x3 11
T1+ 3+ 23=1 131:5/2
To+3rx3=3 & .1'2:15/16
1623 = 11 x3 = 11/16.
5/2 T
5 15 11
Par conséquent la solution X = | 15/16 | = (5 ' 16 1_6> .
11/16

Le déterminant de A est donné par

3
detA:detLxdetU:detU:Huii: 16.

i=1



